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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. В диссертации изучается вопрос о

сравнении гладкости аналитической в круге или верхней полуплоскости функ

ции и гладкости ее модуля. Классический результат, доказанный, но не опубли

кованный Карлесоном и Якобсом, а затем переоткрытый и дополненный В. П.

Хавиным и Ф. А. Шамояном, говорит нам, что в случае круга типично падение

гладкости вдвое. Как само это утверждение, так и все его обобщения, известные

до недавнего времени, носили глобальный характер: модуль функции предпо

лагался гладким всюду на окружности, а сама она оказывалась тогда лежащей

в «половинном» классе Гёльдера во всем единичном круге.

В диссертации рассматривается «поточечный» или «локальный» вариант

той же задачи. Доказанные в ней теоремы примерно укладываются в следую

щую схему: при некоторых естественных условиях, гёльдерова гладкость моду

ля аналитической функции всего лишь в одной граничной точке влечет поло

винную гладкость самой функции в той же точке.

Интерес к задаче о падении гладкости прослеживается в течение всей вто

рой половины 20 века. Поточечная постановка практически не рассматривалась

до выхода статьи [1] в 2013 г. и продолжает оставаться перспективной.

Как для локальной, так и для глобальной гладкости, на ответ влияют два

обстоятельства: поведение нулей функции и поведение граничных значений ло

гарифма ее модуля. Без каких-либо ограничений на нули гладкость может па

дать неконтролируемо. Поэтому обычно рассматривают либо случай внешних

функций («полное отсутствие нулей» в довольно сильном смысле), либо же

запрещают нулям функции накапливаться к границе касательным образом. В

обоих случаях гладкость падает не более чем вдвое (см. [5–8]), причем результат

точен. В то же время, влияние логарифма модуля на ответ целесообразно изу

чать как раз для внешних функций («внутренняя часть» аналитической функ

ции по модулю равна единице п.в. на границе). Отметим, что в рассматриваемом
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круге задач логарифм граничных значений изучаемой функции суммируем ав

томатически. Однако, в работе 2013 года [9] Н. А. Широков доказал, что можно

гарантировать гладкость порядка 𝑝𝛼/(𝑝 + 1) для внешней функции в круге с

модулем из 𝐿𝑖𝑝𝛼 (𝛼 > 0), если логарифм ее модуля лежит в 𝐿𝑝 на границе.

В предельном случае, когда логарифм принадлежит 𝐿∞, гладкость не падает

вовсе (следствие известной теоремы Зигмунда–Привалова). С другой стороны,

интересен второй результат статьи [9], утверждающий что падения гладкости не

наблюдается и если логарифм принадлежит пространству функций ограничен

ной средней осцилляции на окружности 𝐵𝑀𝑂(T). При 0 < 𝛼 < 1 это последнее

утверждение было установлено ранее в [10]. В связи с этим, встает вопрос о до

статочных условиях для падении гладкости в фиксированном отношении и об

их точности. В диссертации получены не только поточечные версии описанных

результатов, но и существенно дополнена шкала точных достаточных условий.

Все упомянутые выше результаты касались круга. Перенести их автома

тически на аналитические функции в верхней полуплоскости невозможно по

понятным причинам, так что этот случай требует отдельного изучения. До ра

боты автора [4] этого не делалось (исключение — частный случай, рассмотрен

ный в [7]). Полученные в диссертации результаты позволяют надеяться и на

дальнейшее развитие данного сюжета.

Цели и результаты диссертационной работы. Ключевым является

вопрос о сравнении гладкости аналитической функции из класса Неванлинны в

круге или верхней полуплоскости и гладкости ее модуля в одной и той же точке

границы. В основном мы ограничимся случаем, когда аналитическая функция

является внешней. В диссертации приводится точное обоснование данного вы

бора. Кроме того, будет рассматриваться лишь случай, когда гладкость модуля

функции не превышает двух. При более высоких гладкостях в локальной по

становке возникают трудности, преодолеть которые пока не удалось. Основные

результаты диссертационной работы состоят в следующем.
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1. Показано, что гёльдерово условие порядка не выше двух (не обязательно

степенного типа) на модуль внешней функции в круге в одной точке га

рантирует для самой функции вдвое меньшую гладкость в той же точке

в некотором интегральном смысле.

2. Если внешняя функция обладает гладкостью не выше 1 в одной гранич

ной точке, найдены точные достаточные условия, гарантирующие падение

гладкости самой функции не более, чем в фиксированном отношении.

3. Установлено, что аналогичные результаты для случая гладкости порядка

меньше 1 имеют место и для внешних функций в верхней полуплоскости.

Там, однако, падение гладкости наблюдается лишь на близких расстояни

ях от точки, в которой измеряется гладкость, а также сам порог, начиная с

которого наступает упомянутое падение гладкости, зависит от положения

точки на границе.

Научная новизна. Все основные результаты работы являются новыми.

Теоретическая и практическая значимость. Работа носит теорети

ческий характер. Полученные результаты могут быть полезны при решении

родственных задач теории гладких аналитических функций.

Методология и методы исследования. Результаты были получены с

помощью техники из теории сингулярных интегральных операторов типа Каль

дерона–Зигмунда. Локальная гладкость функции на границе измеряется в тер

минах средних осцилляций или средних разностей по дугам, содержащим фик

сированную точку.

Степень достоверности и апробация результатов. Все результаты,

которые выносятся на защиту, являются математически достоверными факта

ми. Они были опубликованы в рецензируемых журналах, а их доказательства

неоднократно проверялись специалистами в той области, к которой эти резуль

таты относятся. Результаты диссертации докладывались на общегородском се

минаре по линейному и комплексному анализу в Санкт-Петербурге.
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Публикации. Материалы диссертации опубликованы в работах [1–4], из

них 3 статьи ([1, 3, 4]) напечатаны в рецензируемых журналах, которые входят

в список ВАК, в то время как статья [2] является препринтом.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения,

трех глав, разбитых на параграфы, заключения и библиографии. Общий объем

диссертации составляет 91 страницу. Библиография содержит 32 наименова

ния, в число которых включены четыре работы автора по теме диссертации.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор

мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана

практическая значимость полученных результатов, представлены выносимые

на защиту научные положения. Также присутствует достаточно полный исто

рический обзор.

Рассмотрим неотрицательную 2𝜋-периодическую функцию 𝜙, для которой

log𝜙 ∈ 𝐿1. Граничные значения внешней функции 𝒪𝜙, построенной по 𝜙, зада

ются формулой 𝒪𝜙(𝑥) = 𝜙(𝑥) exp(𝑖(ℋ log𝜙)(𝑥)), где

ℋ log𝜙(𝑥) =
1

2𝜋
𝑝.𝑣.

𝜋∫
−𝜋

ctg

(︂
𝑥− 𝑡

2

)︂
log𝜙(𝑡)𝑑𝑡.

В непериодическом случае (верхняя полуплоскость) формула та же, но опера

тор другой (плюс условие log𝜙 ∈ 𝐿1(𝑑𝑡/(1 + 𝑡2))):

ℋ log𝜙(𝑥) =
1

𝜋
𝑝.𝑣.

+∞∫
−∞

(︂
1

𝑥− 𝑡
+

𝑡

1 + 𝑡2

)︂
log𝜙(𝑡)𝑑𝑡.

В разделе 0.1 описывается как измерять гладкость функций в терминах

средних осцилляций, либо с помощью усредненных конечных разностей.

Определение. Рассмотрим некоторое симметричное пространство функций

W. Средняя осцилляция функции 𝑓 по отрезку 𝐼 в норме пространства W —
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это число

ΩW(𝑓, 𝐼) = inf
𝑐

‖|𝑓 − 𝑐|𝜒𝐼‖W
‖𝜒𝐼‖W

, (1)

где нижняя грань берется по всем постоянным с. В частном случае W = 𝐿𝑟,

𝑟 ∈ [1,∞), средняя осцилляция принимает вид

Ω𝑟(𝑓, 𝐼) = inf
𝑐

(︂
1

|𝐼|

∫
𝐼

|𝑓 − 𝑐|𝑟
)︂1/𝑟

. (2)

Симметричные пространства функций обсуждаются в разделе 1.1. Сред

ние осцилляции по норме произвольного симметричного пространства рассмат

риваются только в главе 1, в то время как в главе 3 используются упрощенные

версии — Ω𝑟(𝑓, 𝐼).

«Среднюю» гладкость функции в точке 𝑥 порядка меньше единицы можно

описывать условием

ΩW(𝑓, 𝐼) ≤ 𝜔(|𝐼|), (3)

которое должно быть выполнено для всякого отрезка 𝐼, содержащего точку 𝑥.

Для 2𝜋-периодических функций 𝑓 естественно считать здесь, что, например,

|𝐼| ≤ 4𝜋.

Для случая гладкости между 1 и 2 среднюю гладкость в точке удобно

измерять иным способом:(︃
1

2ℎ

ℎ∫
−ℎ

|∆𝑛𝑓(𝑥, 𝑡)| 𝑑𝑡

)︃1/𝑟

≤ 𝜔(ℎ), (4)

где 𝑛-я разность ∆𝑛 определяется по формулам

∆1𝑓(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥+ 𝑡) − 𝑓(𝑥),

∆𝑛+1𝑓(𝑥, 𝑡) = ∆𝑛𝑓(𝑥+ 𝑡, 𝑡) − ∆𝑛𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑛 ≥ 1,
(5)

а параметр 𝑟 фиксирован (и снова ℎ не слишком большое для 2𝜋-периодических

функций). Ввиду упомянутого выше ограничения на порядок гладкости, усло

вия типа (4) рассматриваются для 𝑛 = 1 и 𝑛 = 2, причем условие (4) с 𝑛 = 1



8

влечет оценку для средних осцилляций (3) с пространством 𝐿𝑟 и той же мажо

рантой 𝜔.

В разделе 0.2 обсуждаются типы условий, которые накладываются в дис

сертации на модуль внешней функции 𝜙, с целью установить оценки типа (3) и

(4) для самой внешней функции 𝒪𝜙.

Определение. Назовем мажорантой типа 𝑘-го модуля непрерывности непре

рывную неотрицательную неубывающую функцию 𝜔 на [0,∞), для которой

𝜔(0) = 0, а функция 𝑡−𝑘𝜔(𝑡) является почти убывающей, т.е. для всяких значе

ний 𝑡1 ≤ 𝑡2 выполнено неравенство

𝜔(𝑡2)

𝑡𝑘2
.
𝜔(𝑡1)

𝑡𝑘1
, (6)

с некоторой универсальной постоянной.

В диссертации рассматриваются лишь мажоранты типа 1-го и 2-го модулей

непрерывности.

Определение. Мажоранту типа 1-го модуля непрерывности 𝜔 назовем 1-мажо

рантой, если для всех 𝛿 выполнены неравенства

𝛿∫
0

𝜔(𝑢)

𝑢
𝑑𝑢 . 𝜔(𝛿); 𝛿

∫
𝛿

𝜔(𝑢)

𝑢2
𝑑𝑢 . 𝜔(𝛿). (7)

Определение. Мажоранту типа 2-го модуля непрерывности 𝜔 назовем

[1, 2]-мажорантой, если функция 𝑡−1𝜔(𝑡) является почти возрастающей, т.е. для

любых 𝑡1 ≤ 𝑡2 выполнено соотношение

𝜔(𝑡1)

𝑡1
.
𝜔(𝑡2)

𝑡2
. (8)

Рассмотрим функцию 𝑓 , непрерывную в некоторой точке 𝑥 ∈ R. Говоря

о ее «обычной» гладкости порядка меньше 1 в точке 𝑥, мы будем считать, что

выполнено неравенство

|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)| ≤ 𝜔(|𝑦 − 𝑥|), (9)
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по всем 𝑦 в случае прямой, и для таких 𝑦, что |𝑥− 𝑦| ≤ 4𝜋, в 2𝜋-периодическом

случае; а мажоранта 𝜔 — 1-мажоранта.

Условие на «обычную» гладкость порядка между 1 и 2 функции 𝑓 в точке

𝑥 зададим следующим образом: считаем что выполнено неравенство

|𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥) − 𝑏𝑦| ≤ 𝜔(|𝑦 − 𝑥|), (10)

по всем 𝑦 в случае прямой, и для таких 𝑦, что |𝑥− 𝑦| ≤ 4𝜋, в 2𝜋-периодическом

случае; с некоторой постоянной 𝑏 и [1, 2]-мажорантой 𝜔.

В разделе 0.3 формулируются и обсуждаются основные результаты глав

1 и 2, а в разделе 0.4 — главы 3.

Завершает введение раздел 0.5, в котором доказаны три утверждения,

позволяющие перейти от представленных в диссертации поточечных оценок на

гладкость внешней функции в интегральных терминах к результатам о ее глад

кости в «обычном» равномерном смысле.

Оценки средних осцилляций. Пусть 𝜔0 — неотрицательная возрастаю

щая функция на [0,∞), равная нулю только в нуле.

Утверждение 1. Пусть функция 𝑔 — измеримая функция, а 𝑄 — отрезок

(в 2𝜋-периодическом случае считаем |𝑄| ≤ 2𝜋). Предположим, что Ω𝑟(𝑔, 𝐼) ≤

𝜔0(|𝐼|) для всех промежутков 𝐼, содержащих какую-нибудь точку отрезка 𝑄

(опять, в 2𝜋-периодическом случае не слишком больших, т.е. |𝐼| ≤ 4𝜋). Тогда,

если 𝜔0 — 1-мажоранта, то функцию 𝑔 можно исправить на множестве ме

ры ноль до непрерывной (во всех точках отрезка 𝑄), причем будет выполнено

неравенство |𝑔(𝑥1) − 𝑔(𝑥2)| . 𝜔0(|𝑥1 − 𝑥2|) при всех 𝑥1 и 𝑥2 из 𝑄.

Оценки усредненных разностей. Мы ограничимся лишь 2𝜋-периоди-

ческим случаем. Теперь предположим, что для функции 𝑔 выполнено условие(︃
1

2ℎ

ℎ∫
−ℎ

|∆2𝑔(𝑥, 𝑡)|𝑟 𝑑𝑡

)︃1/𝑟

≤ 𝜔0(ℎ), 0 ≤ ℎ ≤ 4𝜋, (11)
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для всех точек 𝑥 с одной и той же мажорантой типа 2-го модуля непрерывности

𝜔0. Если 𝜔0 не является [1, 2]-мажорантой, то следующее утверждение сводит

ситуацию к случаю оценок средних осцилляций.

Утверждение 2. Пусть 𝑔 — 2𝜋-периодическая измеримая функция, причем

|𝑔| ≤ 𝐿 всюду. Фиксируем точку 𝑥 и обозначим

∆(ℎ) =

(︃
1

2ℎ

ℎ∫
−ℎ

|∆2𝑔(𝑥, 𝑡)|𝑟 𝑑𝑡

)︃1/𝑟

, κ(ℎ) =

(︃
1

2ℎ

ℎ∫
−ℎ

|∆1𝑔(𝑥, 𝑡)|𝑟 𝑑𝑡

)︃1/𝑟

,

тогда

κ(𝜉) ≤ 𝐿

2𝑘−1
+

1

2

𝑘−1∑︁
𝑠=0

∆(2𝑠𝜉)

2𝑠
, 0 ≤ 𝜉 ≤ 𝜋

2
,

где 𝑘 — наибольшее натуральное число такое, что 2𝑘𝜉 ≤ 𝜋.

Если же 𝜔0 оказалась [1, 2]-мажорантой, то работает следующее утвержде

ние.

Утверждение 3. Пусть функция 𝑔 такая же, как и раньше. Дополнительно

предположим, что 𝑔 ∈ 𝐶2. Тогда для каждого отрезка |𝐼|, |𝐼| < 2𝜋, найдется

такой линейный полином 𝜌𝐼 , что sup𝑥∈𝐼 |𝑔(𝑥) − 𝜌𝐼(𝑥)| . 𝜔(|𝐼|).

Отметим, что на практике это утверждение приходится применять к неглад

ким априори функциям, но возникающие здесь трудности легко обходятся.

Первая глава посвящена случаю внешней функции в круге и условий на

гладкость порядка не выше 1 для ее модуля в точке.

В разделе 1.1 кратко излагается необходимая информация о симметрич

ных пространствах; за подробностями можно обратиться к [11–13].

Определение. Банахово пространство X измеримых почти всюду конечных

вещественнозначных функций на [−𝜋, 𝜋] называется симметричным, если для

любых измеримых функций 𝑓, 𝑔 выполнены следующие два свойства:

(S1) если |𝑓 | ≤ |𝑔| п.в. и 𝑔 ∈ X, то 𝑓 ∈ X и ‖𝑓‖X ≤ ‖𝑔‖X;
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(S2) если 𝑓 ∈ X, а |𝑓 | и |𝑔| равноизмеримы, то 𝑔 ∈ X и ‖𝑓‖X = ‖𝑔‖X.

Определение. Функция ΦX(𝑡), заданная по формуле ΦX(𝑡) = ‖𝜒(−𝑡/2,𝑡/2)‖X,

𝑡 ∈ (0, 2𝜋), называется фундаментальной функцией симметричного простран

ства X.

Далее, обсуждается вопрос об ограниченности оператора гармоническо

го сопряжения на симметричном пространстве. Это аналог известной теоремы

Бойда, для применения которой необходимо вычислить индексы Бойда. Обыч

но они определяются для симметричных пространств на отрезке [0, 1] (либо

для луча). Однако, существует естественный способ приписать индексы Бойда

пространствам на отрезках, отличных от [0, 1], который в диссертации обсуж

дается в подразделе 1.1.1. Упомянутая же выше теорема и сопутствующие

ей определения приводятся в подразделе 1.1.2.

Для 𝑡 > 0 рассмотрим оператор растяжения 𝐷𝑡, действующий на функ

цию 𝑓 ∈ X по формуле

(𝐷𝑡𝑓)(𝑠) =

⎧⎨⎩ 𝑓(𝑠𝑡), 0 ≤ 𝑠 ≤ min(1, 1/𝑡);

0, min(1, 1/𝑡) ≤ 𝑠 ≤ 1.

Определение. Обозначим через 𝛼X := lim
𝑡→∞

log ‖𝐷1/𝑡‖X→X/log 𝑡 и

𝛼X := lim
𝑡→0

log ‖𝐷1/𝑡‖X→X/log 𝑡 верхний и нижний индексы Бойда соответствен

но. Будем говорить, что симметричное пространство X удовлетворяет условию

Бойда, если 𝛼X > 0, и 𝛼X < 1.

Теорема (Д. Бойда). Оператор ℋ : X → X ограничен тогда и только тогда,

когда X удовлетворяет условию Бойда.

В подразделе 1.1.3 объясняется, как использовать утверждение 1 для

получения равномерного следствия из приводимой ниже теоремы 1.

В разделе 1.2 формулируется основной результат главы 1 и проводит

ся его анализ. Рассмотрим некоторое симметричное пространство X с вогну

той фундаментальной функцией ΦX. Пусть 𝜙 — измеримая неотрицательная
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2𝜋-периодическая функция, удовлетворяющая условию log𝜙 ∈ X, а также непре

рывная в некоторой точке 𝑥 и подчиненная там условию (9) c 1-мажорантой 𝜔.

Теорема 1. Для любого симметричного пространства W, удовлетворяющего

условию Бойда, найдется пороговая постоянная 𝐴, зависящая только от 𝜔 и

𝜙(𝑥), и при этом равная 0 для 𝜙(𝑥) = 0, такая, что для каждого промежутка

𝐼 ∋ 𝑥, |𝐼| ≤ 4𝜋, справедливы следующие утверждения.

1. Если |𝐼| > 𝐴, то ΩW(𝒪𝜙, 𝐼) . 𝜔(|𝐼|).

2. Если |𝐼| ≤ 𝐴, то ΩW(𝒪𝜙, 𝐼) . 𝜔(|𝐼|) + 𝜔(𝜓X(|𝐼|)).

Постоянные в оценках зависят только от ‖ log𝜙‖X, 𝜔 и ‖ℋ‖W→W, а функция

𝜓X — обратная к функции 𝑅X(𝑢) = 𝑢ΦX(𝑢).

Следствие 1. Рассмотрим некоторое симметричное пространство X. Пусть

функция 𝜙 удовлетворяет условию (9) равномерно во всех точках с одной и

той же 1-мажорантой 𝜔, а также log𝜙 ∈ X. Тогда функцию 𝒪𝜙 можно ис

править на множестве меры ноль таким образом, что имеет место оценка

|𝒪𝜙(𝑥) −𝒪𝜙(𝑦)| . 𝜔(𝜓(|𝑥− 𝑦|))

по всем 𝑥, 𝑦, скажем, |𝑥 − 𝑦| ≤ 2𝜋, где 𝜓 — обратная к функции 𝑅X(𝑢) =

𝑢ΦX(𝑢). Постоянная в оценке выше зависит только от ‖ log𝜙‖X и 𝜔.

В подразделах 1.2.2–1.2.4 описываются пространства, которые имеют

заданную фундаментальную функцию (а значит у них будет один и тот же по

казатель в оценке, приведенной в теореме 1); построен пример, доказывающий

точность найденного показателя падения гладкости; приводятся некоторые при

меры симметричных пространств и соответствующих им показателей падения

гладкости.

Раздел 1.3 посвящен доказательству теоремы 1.
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В разделе 1.4 приводится пример рассуждений, позволяющих перейти от

точечных оценок для внешних функций к случаю произвольных аналитических

функций, непрерывных вплоть до границы.

Результаты первой главы опубликованы в работах [1] и [3].

Во второй главе рассматривается случай внешней функции в круге, мо

дуль которой обладает гладкостью между 1 и 2 в одной точке.

Теорема 2. Пусть функция 𝜙(𝑥) удовлетворяет условию (10) в точке 𝑥 с

[1, 2]-мажорантой 𝜔, а также log𝜙 ∈ 𝐿𝑝 Тогда для всякого 𝑟 > 1 справедливы

утверждения:

(1) если 𝜙(𝑥) = 0, то функция 𝒪𝜙 удовлетворяет условию (4) (𝑛 = 2) с

мажорантой, пропорциональной 𝜔;

(2) если 𝜙(𝑥) > 0, то функция 𝒪𝜙 удовлетворяет условию (4) (𝑛 = 2) с

мажорантой, пропорциональной 𝜔(·) + 𝜔((·)𝛽);

при этом коэффициент пропорциональности во второй оценке зависит толь

ко от ‖ log𝜙‖𝐿𝑝, 𝜔 и ‖ℋ‖𝐿𝑟→𝐿𝑟, в то время как в первой он равен единице, а

показатель 𝛽 равен 𝑝/(𝑝+ 1).

Следствие 2. Пусть функция 𝜙 удовлетворяет условию (10) равномерно во

всех точках с одной и той же [1, 2]-мажорантой 𝜔, а также log𝜙 ∈ 𝐿𝑝.

Пусть 𝛽 = 𝑝/(𝑝 + 1). Тогда функцию 𝒪𝜙 можно исправить на множестве

меры ноль так, что будут верны следующие утверждения.

(1) Если функция 𝜔((·)𝛽) будет также [1, 2]-мажорантой, то имеет место

оценка |∆2𝑔(𝑥, 𝑡)| . 𝜔(|𝑡|𝛽) по всем 𝑥 и |𝑡| ≤ 𝜋/2.

(2) Если же функция 𝜔((·)𝛽) окажется 1-мажорантой, то имеем оценку

|𝒪𝜙(𝑥) −𝒪𝜙(𝑦)| . 𝜔((|𝑥− 𝑦|)𝛽).

Опять же, постоянные зависят только от ‖ log𝜙‖𝐿𝑝 и 𝜔.
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Результаты второй главы представлены в работах [1] и [2].

В третьей главе обсуждается случай внешней функции в верхней полу

плоскости и условий на гладкость ее модуля в точке порядка меньше 1. Уделя

ется внимание отличиям от случая круга.

Теорема 3. Пусть дана некоторая неотрицательная функцию 𝜙, для кото

рой log𝜙 ∈ 𝐿1(𝑑𝑡/(1+𝑡2)). Предположим, что 𝜙 удовлетворяет в точке 𝑥 ∈ R

условию (9) с 1-мажорантой 𝜔, и пусть еще 𝑟 > 1. Тогда для любого проме

жутка 𝐼 ∋ 𝑥 выполнено следующее: если 𝜙(𝑥) = 0, то Ω𝑟(𝒪𝜙, 𝐼) ≤ 𝜔(|𝐼|),

иначе существуют постоянные 𝐴1 и 𝐴2, зависящие от значения 𝜙(𝑥) и ма

жоранты 𝜔, с перечисленными ниже свойствами.

(1) Если |𝐼| ≥ 𝐴1, то Ω𝑟(𝒪𝜙, 𝐼) . 𝜔(|𝐼|).

(2) Если 𝐴2 ≤ |𝐼| ≤ 𝐴1, то Ω𝑟(𝒪𝜙, 𝐼) . (𝜔(|𝐼|) + 𝜔(
√︀

|𝐼|)).

(3) Если |𝐼| ≤ 𝐴2, то Ω𝑟(𝒪𝜙, 𝐼) .𝑀𝑥(𝜔(|𝐼|) + 𝜔(
√︀
|𝐼|)).

Постоянные в оценках выше зависят только от 𝜔 и ‖ log𝜙‖𝐿1(𝑑𝑃 ), а 𝑀𝑥 =

max{1, 𝑥2}.

В отличие от случая круга, это не «падение гладкости вдвое» даже в ин

тегральном смысле, так как на малых длинах промежутков 𝐼 в полученной

оценке доминирует слагаемое 𝜔(
√︀

|𝐼|), а на больших, наоборот — 𝜔(|𝐼|); далее,

в оценку «вкралось» выражение 𝑀𝑥, которое становится неограниченным при

𝑥 → ∞. Все это накладывает отпечаток на приведенные ниже «равномерные»

следствия.

Следствие 3. Предположим, что условие (9) выполнено для всех точек 𝑥

некоторого промежутка 𝐽 ⊂ R c 1-мажорантой 𝜔. Тогда для 𝒪𝜙 верна оценка

|𝒪𝜙(𝑥) − 𝒪𝜙(𝑦)| . 𝜔(|𝑥 − 𝑦|) + 𝜔(
√︀

|𝑥− 𝑦|) по всем 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐽 , c постоянной,

зависящей от 𝐽 , от 𝜔 и от ‖ log𝜙‖𝐿1(𝑑𝑃 ).
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Следствие 4. Предположим, что 𝜙 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝜔(R), где 𝜔 — некоторая 1-мажо

ранта. Тогда для всякой точки 𝑥, для которой 𝜙(𝑥) > 0, найдется такой

промежуток 𝐽𝑥, что 𝒪𝜙 ∈ 𝐿𝑖𝑝𝜔(·)+𝜔(
√
·)(𝐽𝑥), причем с универсальной

𝐿𝑖𝑝𝜔(·)+𝜔(
√
·)–постоянной, обусловленной теми же параметрами, что и в след

ствии 3 (кроме параметра |𝐽𝑥|, от которого не зависит).

Результаты третьей главы опубликованы в работе [4].
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